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整 数 和集 的渐 近 密率

孙 子 常

(基础课部 )

一
、

引 言

设 A和 B都是 自然数的集合
,

而 c 是它们的 和
,

C =
{几

a 十 衍lb
a 任A, `任 B ,

“ 产 0, 1}
。

以 A〔幻表示 A自 l{
,

2, 二
, ,

}, 而才 (耐为 A仁幻中元素的个数
,

则 A 的渐近密率为

a 二 il m
口
“ 匀

A ( ” )

打

这就是说
,

任给 n > o , ,

必有 , 。 ,

使当
,
> 两时

A (界 )

作
> a 一 刀

假定 B是自然数的一个渐近基底
,

即
,

有 k
,

素之和

爪 二 乙1 + 西, + … b
` (。 , ,

取 g( 的为最小可能的值
。

让

使任一自然数二》 k恒能表成 B 中有限个元

西
;

任B

, _ 二一 心 土凶
几叶伪 皿 。 七+ 1

因此
,

对于任何
e > O

,

有
,
无。> k

,

使 ” > 无。时

艺
g ( m )

打
< 入+ 已 ,

爪 . k + 1

这个 入叫做 B 的渐近平均阶数
。

让 C 二 滋 + B的渐近密率 丫
,

周伯埙曾经证明了下面两个定理 zI]
:

定理 1, 若 a ) ]/ 2r
,

而
,
是一个 自然数

,

则

丫 ) 。

{
, + 2一 a l r/ 一 a l 一 1 /r

2入

a l 一 1 r/ (2 一 a l/
r 一 a l 一 l/ )r

含

8护 )

本文 19 8了 年 1月 2 0 日收到
。
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定理 2, 若 a 妻 1/ 4 ,

即对于
: 二 2 }舟清况

,

则

丫》 。

工
1 + 1 一矿百

.

-

—
十

入

甲百 ( 1 一丫百 )
,

2入3

本文将推广上面的两个定理
,

从而得到

定理 l a 》 1 / 2t
,

而
:
是一个 自然数

,

: 》 。

{
1 十 2 一 a l r/ 一 以 1 一 l/

r

2入

则

以 1 一 1 /
r
( 2 一 a l / r 一 a l 一 1 /

r
)

2

8入3

( a l 一 1 / r
)

2
( 2 一 a l /

r 一 a l 一 1 /
r
) 3 (以 1 一 1 /

r
) 3 ( 2 一 以 1 / r 一 仪 1 一 1 / r

) `

3 2入5 12 8入; }
特别是

,

于 a 》 1 / 4时
,

即让 : = 2的情况时有

定理 2 若 a 》 1 / 4
,

则

丫》 ·

{卜丫
互

+ 斌百 (1 一 了万 )
2

—
宁

2 入
。

a (1 一 了百 ) ”

4入5

a 了万 ( 1 一 扩丁 )4 1
十 一

-

一—
r

8人
’

J

定理 3 a ) 1 / 2t
,

而
7
是一个 自然数

,

则

丫、 a

{
1 2 一 a l r/ 一 以 1 一 1 /

r

--t
-一一

~

一
~

一 二 而

—
艺八

以 1 一 1 / r
( 2 一 a l /

r 一 以 1 一 1 / r

)
2

8入3

( a l 一 l /
r
)

2
( 2 一 a l /

r 一 以 1 一 1 / r
) 3

3 2入5

、气`少

++ 二 +
( a l 一 1 / r

)
“

( 2 一 a l /
r 一 a l 一 1 /

r
)
位 一 1

( 2入)
艺n 十 1

2 一 a l / r 一 以 1 一 1 / r

2入

l

卜 鱼竺业丝二郭
竺卫业业…

+
d.山

r.J、口.、

a妻Y

特别是
,

于 a
) 1 / 4时

,

即让 : = 2的情况时有

定理 4 若
a 》 1 / 4 ,

则

: 》 a

{
1 + 1 一 甲百 甲百 (1 一 了万 )

2

。 、 3

a
(1 一 扩万

一

) ”

4入5

(了百 )
”

( 1 一 扩五
一

)
” + ’

Z
n + 1 ·

久
2 ” + 1

1 一粼百

一了一
’ ,

斌了 ( ]一 了百 )

2久
“ }

十1l

了. ..了、口.气

a势丫

二
、

几 条 引 理

所拟证的定理对于
a 二 1的情况是明显的

,

假定
a

< 1 ,

而在本节及 以 后 诸 节 中
,

假 定
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a 》 I / Z
r 。

任给月> 0 , 。 > 0 。

令百
二 a 一 , ,

下 二 入十 。 。

于是有扭
。 ,

使当
。 > 两时

A (九 ) 、
-

一

—
沪

尸 a 一 月 竺 认
刀

而且有
,

k0 > k使当九> k。> k时

艺 g( 耐 (< 卜
8 ) ” 三孙

。

口 . k + 1

令甸 二 二ax (两
,

场 )
。

取充分大的 ` 让 z ! 〔a l/
r

幻
,

使
: 一 n 。 ) z 》 〔专幻 ) 场

固定这个
。 。 ,

我们有 (本文中所有 。 ( 一 ) 记号都是对
。
~ co 而言的儿

_

引理 1 万 z (2 二 一 z ) < 2了z { c (
。 ) 一 A (

。
)} 一 { c ( , ) 一 A ( , ) }

` + 注 (补
`
+ 0 (二九

引理 : 有一个较弱的形式
:

引理 1, 了 z ( 2。 一 Z ) < 2下 z { c (
二 ) 一 A ( , )} + A (二 )

“ + 0 (。 )
。

引理 2 设。 < a < 1 , ,
是正实数

, 。
行 (2 一 al r/ ) al r/

则认随
: 的增大而单调上升

。

以上诸引理的证明见〔幻
。

注意到定理 2 , 连分别为定理 1, 3的直接推论
,

我们只需证明定理 1 ,

o3

.1 定理 1 的证明

我们还需要几条引理
。 `

引理 3 设 O < a < 1 ,

, :
一

{
1 十 2一 al r/ 一 al

一

1r/
2

a 卜 1 r/ (2 一 a l/
r 一 a 卜 1 / r

)
2

8

( a l 一 l/ )r
“
(2 一 a l/

r 一 a l 一 l/
r
) 3

3 2

( al
一 1 /

r
)权 2 一 a lr/ 一 a l 一 1r/ )’

12 8 }
’

则
哈公

…
。

证 因为 a , 十 a l /二在 。 < x ( 于时是下降的
。

所以 a l r/ + a l 一 1r/ < a l/ +r 1 + a 卜 l/
r

+1
,

于是 2 一 a l/
r 一 a 卜 1/

r

> 2 一 a l/ , 十 1一 a 卜 1/ r 十 1 ,

因此
,

对于任何正整数二 ,

有

(2 一 a l/
r 一 a l 一 l/ r

) “ > ( 2 一 a l / r + 1 一 a l 一 1 /
r 十 1 ) `

又 由于 1 /
, > 1 /

: 十 1 ,

故 1 一 1 /
, < 1 一 1 /

, + 1 ,

且。 < a < 1 ,

所以
, a 卜

1 r/ > a 卜 1r/ 十 l ,

于是对任何正整数
, ,

有

( al
一

lr/ )
n

> a(
1 一 1r/ +l )

。

由 ( 1)
,
( 2 )可以着出引理的结论是正确的

。

( 1 )

( 2 )

同样由引理 3 的证昵可以得出一个更好的形式
:

引理 3,
,

设 0 < a < 1 ,
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· : 二

{
1 2 一 a l /r 一 a1

一
l/

r

十 一

—
一

不 一 一 一
一一

乙
十

a l 一 1 /
r

(2 一 a l / r 一 a l 一 1 / r
)乞

8

(a i一 1 /
r

)
“

(2 一 a l /
r 一 a i一 1/

r
)3

3 2

2
、

卜
之

+ +… +

(a l 一 1/ t
)

”

(2 一 a l /
r 一 a l 一 1/

r
)

” + l

2 2 n+ 1

则 , :

>
, 3

> …

引理 4 若
,
) 2 , o <

a
< 1

,

则引理 2 与引理 3 中的
u r

与热满足不等式 “ r

》 a , r ,

证 若
,
) 2 ,

使 。 r

< a , r

则因认 > 姚
, , a , r

< a , 。 ,

故必有
: :

< a , 2 ,

即

、 、 ( 2 一衬、 ) < 。

{
1 十 ( 1 一 、 、 ) + 扩万 l( 一 材万 )

2

2

a (1 一 J 百 ) 3

十

一
4

+ 卫立互丝 , 交互翅飞
,

8 J

因此

2 一

+

、 万 < 、 万
工

( 2 一 、 百 ) +

一
终立互借立互

立生
一

}
’

召万 (1 一矿百 )
“

2
+

a ( 1一 了万 ) 3

4

所 以我们有

( 2 一 、 丁 )

工
1 一 、 百 ( 2 一 、 ` )一 ( ` 一 、 万 ,

2 a
材百 (1 一斌百 ) 3

2

一区坦丫互攀}心坠巨飞等罕
竺兰 {

1 + 矿万 (1 一 材万 )

2

勺̀

、佘」
+

a (1 一 材百 ) “

4

旦口

( 2一 、 了 ) ( , 一 、 ` ) 3

{
1 + 、 、 - a甲万 _

.

处 ( l 二扩 瓦)
2 4

、
一

a J 百 (1 一 J 万 )’
r咬

—
J 任

`扭ó

、贬rJ扩万 (1 一 甲万 )

2
+1

7Jt
.

所以

( 2 一 创百 )
4 ( 1十 召万 ) 一 a2 了万

一 a “ (1 一 了万 )

4
<

a丫万 (1 一 扩万 )

4

f
, .

粼丽 ( l 一 矿百 ) 、 `

. 、 1 十

一
》

L 乙 J

只口

` 2 一犷万 )

工
1 十 寸丁 (4 一 Z a 一 a

了万 + 扩 )

4 }
, a J 了 ( 1一矿万 )
又、

一
住

f
,

丫万 (1 一 扩万 ) 飞魂

、 i 十

—
五一一一一一一

~

砂
贬 ` 少

_
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显然左方大于 1

值为十

我们肯定右方小子 h 事实上
,

因为函数代x) ! x( 1一劝在。 < 万 < 1的最大

嘴.上一迁一

研百 ( 1 一 扩万 ) 《

故其右方为

a犷百 (1 一 了万 ) 了
, *

—
似

,
任 、

矿万 (卜丫万 )

2 卜李
·

(
, +

一

奋介 (金介
:

,

矛盾
。

引理 4, 若 犷 ) 备 O < 氏 < l,
一

则引理 2 与引理 3尸中的姚与叭满足不等式桥多。 叭

证 若有
, ) 2使认 < q认 ,

则叭 》 , : , 众 v 。

( a 儿
,

故必有
二 :

< 仰。 即

、 、 ( 2 一 、 、 ) < a

工
1 + ( 1一 、 、 ) 十 了了 (1 一 矿万 ) 2

2

…亘任三叉互塑
一

4

2、 LrJ

.+ +:. 十

(拼了 ) , (1 一 了百 )叶 1

2
二

所以

2 一 、 、 < 、 、
{
。 2 一 、 、 ) + 寸百 ( l 一 了万 ) 2

2

a( 1一 了百 ) ,

4

2丫宝之l户

++ 一
,

十

一
兰军互冲丝二又互业竺

2皿

因此

( : 一 、 二 )

于
1 一 、 二 ( 2 一二、 )一 ( 1 一 、 、 ) “ - a

矿百 (1 了百犷
2

、 l̀
产(丫万 ) +n 卫(1 一 了万 )

“ 千 `

… 一 2n
一 1 一

丫今l
,妇

份+
< 、 、 {

斌万 l( 一 矿百 ) 2

2

a (士一研万 ) 3

4
+

,

二 +

(扩万理士一召蔺 )n
` ,

一一一一
, ~ - ~

~ `
~

一
J , 叹

敌

( 2 一 、 、 ) ( 1 一 、 ` ) 3

{
1 + 、 、 - a

动万
2

(材万 )
。
+1 (1 一矿百 )

。 一 “

一 “
’

一 2
” 一 1

一 一
` . ’

}
几̀

万乍」
+

二

呵亘红二义诬丝- 一

4 {
` + 粼百 (1 一 丫而 )

2
+ … +

丈了万 )
“ 一 ` (1 一 召百 )

“ 一 ,

沙叮

于是

(2 一甲百 )

{
1 + 扩万一 垒义互

.

2
_

扩万 ( 1一 娜丽 )
1 一

—
,

一不 , - 一 , -

乙 }
/ a 了五 (1 一

_

袱下 )
, 、 、

—
尸兮

一
几卜

代

甲
~

一一

4

,曰
、 .̀、了̀唇少1

衬万 ( 1 一 召而
一

2

一

不
了于、
1.、

.

所以
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2( 一 矿
一

百 )王
甲百 2( 一 a 研万 )

2一 材了 l ( 一甲百 )
、

,
1 ( l 、

广< 、
一

J下一 ,
一一一

一 矛于下丁二
~

一一 -下于于又一 ,
少 4 一

戈
`

V 住 戈 1 一 V 以 户 2
口 1 一 一一一

.

天一
一

一
一
、

气 乙 少

_

丁

_
上一

_
_

飞
一 L Z一 扩 丁 (l 一 丫 a ) J

显然左方大于 l, 而右方小于 l
,

矛盾
。

引理 5 设 P
、

q 都是正实数
,

月护一 q4 > o ,

则函数

F ( 二 ) 一 二 +

令干
; 一 二 2 十

丧
一 ( 。一 二 2 ) 2十

表
一 ( 。 一 二 , ) , +

令
( 。 一 二 2 ) 。

下
扩 、 尸 尸 尸 J

于区间 0 ( x 《 粼万上单调上升
。

证

F, ( /
)

= l +

士{
一

+x2 争
(。 一 x)z (一 x2卜争

`。一 xa) : 一

x2)

+

贵
( ,
一

) 3 ( 一 ZX )

}
二

卜夸 {
1 +

争
〔。
一

) +

令
一

` 。

一
, 2

+

贵
(口一 x)z >s} --l 工夸王

1 十

争
一 `。一 x)z

+

债
一

(。

一
, 2

一
1山一一

、
,硬
.

.̀ .少` 一

多
一 `口一 x)z

’

卜
1 一

侧1一
2
夏乏

.

气q 一 X 一
,

y

Zp x

P Z一 2 (口一 x Z) > O

事实上
,

f (劣 )

_ ZP x

一 P Z一 2 ( q 一 x Z )
’ 尸 ( x)

Z P ( P Z一 2口一 2 x 2 )
一 [ P Z 一 2 (口一 劣 2 ) 〕2 > 0

当。成 x 《 了万
一

时
, …厂( x) 在区间。《 x 成甲万上单调上升

,

而

f (材万 ) =
Z P了万 _ 2了万
护 一 P

< 1 , :
.

厂x( )簇 1 ,

在 。 ( x 毯召万 上

由引理 5 的证明
,

可以看出下列结论正确
,

即

引理 5 尸 设 P
、 q都是正实数

,

且尹一 4女> o ,

则函数

二 ( X ) , X +

十{
叮

一
+

于
( 。

一
) 2 +

}
(叮一 x Z ) 3 + 1

又污 戈 q 一 X
“

j
,

F

+ … +

!贪
(。 一 xz) 一〕

+ …

}
,

于区间 O ( x 《 了万上单调上升
。

引理 6

C (
n )

打

> 。

{
2 一 a l/

r 一 a 卜 l/
r

2入

a l 一 1 /
r

( 2 一 a l /
r 一 a l 一 1 / r

) 2

8入3
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(。 卜 l/ r护 2(一
必 / r一 以七 要经些兰 a (

l一 /1 r) t 2(
一加仓一 血些竺丝

十
3 2护

十
1 2 8大` }

十 二
o+片 )

(
一

3 )

证

弩
七澳岔工

+

沐盖衍{
(。 一 二 l/ r。。

+11
/ r-

十

朴 o (十 )

以 (劝
2

价

\

(嚓 {
_

`

半 )怪
4 ) (

C (件 )

称

一

争云箭护于卿
飞

/)a r
1

一罕卜叫 .一
一

架
>
示箭

…
朴

。 一 。 l/ r)双 1·

l’ r
一

半
+

粤
一

半介

心 ) 5

由 (4 )得

C <动
称

-

一 / l 、.

十凡 +。 又
一

幸少

我们分两种情况来讨论
,

第一种情况
,

一

( 6 )

A ( . )
2

矛
< ( 2 一 以

1 /
r

) 。 1 + 1 /
r

将 (5 )代入 (6 )右方的平方项
,

再将所得之不等式代入 (必右方的平方项
,

有

…
一

粤
>

弩
一

锰
i声{

( 2 一 al )r/ +al lr/ - A (仃 ) 2

” 2

_

1
十 …丽 {砚再7万

工
` 2 一 。 1 / · ) a

一
r/ -

` , 3

一 (十 )
平

·

龙大
室

备本卜补妙
。

吵
一

答笋乏〕将

A (动
称

+

示备片
一

钾
· 、 a)r/

1·

-lr/ 严罗兰
_

+

命苯奋{卜邓 ,
。

妙

粤攀门
2十

飞备会价
一 “ lt/心 “ --r/

且 (作 )么

件 2

_
一

1
〕

「
,

*
, , _ 、 _ _

f 二 、 , ,

十 一正天而布…L
”
户一
少“ ,

甲
’ `

”

…软六井念黑忿公祥A (作 )
2

一 甲
-

碗牙一 味偏舔和…{
( 2 一 。 !

a)r/
1 ·

1r/ 华笋仆份以十 )

即
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一

亡 (川
_

A (的
.

I f_

-

一二一
一

户 一一二一一 + 矛「二 币丁不一 气气乙 一 a
山/ 工 ) a 王 宁 二 / r

一
“ “ 乙 “ 砚五 一 矛

“

A ( n) 2

犯 2

1
十

,

丽呱丽

l
( 2 一 a ` / ·

) a ` · ` z一 A ( n ) 2

犯2 1 6入4 a 4/ r ( 2 一 a l / r
) a l + 1 /

r 一
A ( n ) 2

n 2+

月̀自.

1
1

+ 一丽小d l八
、 2 一 。 1 / · ) 。 1

一 /一聋丝〕
`

王
+ * 3 + o

(十) ( 7 )

在 (7 )右方
,

让
`

A ( 耳 )
一

一

而一
- = x,

2久a l /
r = P

,
( 2 一 a l / r

) a l + 1 / r = 叹

则 PZ一 4 9 > 0 ,

值变小
,

所以

故可。 理 5
,

由于
一

丝黔
> 、

,

故以 、 代 ( 7 ) 中的
、

架
后

,

( 7) 右方之

C ( 几 ) _ l r
_ , ` _

_
_ ,

_
。

1 「
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将引理 3 中的叭的定义代入
,
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在引理 6, 中
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再考虑到
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