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关于拟环和拟群的一些研究�

朱 平
（无锡轻工大学计算科学与信息传播系，江苏无锡�����）

摘 要：利用拟群建立了一类新的特殊环———拟环，讨论其特征与结构，得出了相关于拟群的一系

列结论�
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称半群�关于乘法运算为正则（拟正则）的［�］，

如果关于任意���，存在���（存在���，��

�），使得���5�（�����5��）�

定义 半群�称为拟群，如果�为拟正则的，且

幂等元唯一［�］
�

以下文中，若�表示半群，则6���表示其正则

元集，�� 表示其幂等元集�

引理 令�为拟群�则下列各款等 价［�］：

�） �含零元；

�） �为 幂零元半群；

） 6���5���

定义! 称环（�，7，·）为幂零元环［］，如果

����〔����（��5�）〕

本文的重点是利用拟群给出一类特殊环的定

义�

定义" 称（�，7，·）为拟环，如果��｛�｝非空，且

满足：

�）（�，7）为加群；

�）（��｛�｝，·）为拟群；

） ��，�，	��；

�·（�7	）5�·�7�·	

且（�7�）·	5�·	7�·	

注 据#·#·#$#，知�是正则元�

注! 拟环显然是环�

注" 若将!）改成（�，·）为拟群，则由引理�，

（�，·）为幂零元半群，从而（�，7，·）为幂零元环�
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注� 据（��｛�｝，·）为拟群，当�������
时，（��｛�｝，·）亦为幂零元半群，但此时�是拟群

��｛�｝的幂等元而不是�中的��

注� 既使� 为拟环，��为其子环，��亦未

必为拟环�

例 （�，�，·）为体，从而为拟环，（�，�，·）为其子

环，但非拟环，其中� 和�分别是有理数集和整数

集，“�”和“·”为普通加法和乘法�

命题� 若拟环�含么元��，则�为体�

证明 若拟环�含么元��，则�����，又����

��，从而

����〔����，	�
（�	����	���〕

����·����·�	���·��	��·��	��·�

�������，

即（�，·）为正则的，且幂等元唯一，从而为群�

综上，证得含么元拟环为体�

引理� 拟群�的正则元集����为其子群［�］
�

称�为环�的零因子，如果存在�（��）�� 使得

�������，非零环的零元是当然的零因子�

命题� 若拟环�不含零因子，则�为体�

证明 ��，�，��；若����

��（��）�������（若���）

����

即消去律满足，又据�为拟正则的，有

����，�	��	��	��	��·���	��	���

����	����（��	��）���

��正则�（��｛�｝，·）为群

�（�，�，·）为体�

定理� 令��，��为环�的子环，若��，��为拟

环，则�����为拟环�

定理� 设��，��，⋯⋯，�	 为 环� 的 子 环�则

��，��，⋯⋯，�	 为拟环当且仅当��	

��	⋯⋯	�	 为拟环�

定理� 任意整环�存在扩张体�，即任一体有嵌

入子环［
］
�

引理� 拟群�的正则元集����为�的理想［�］
�

定理� 令�为拟环，则����为其最大子体�

证明 据�为拟环知（��｛�｝，·）为拟群，从而由

引理�知（�����｛�｝，·）为其子群�下面仅需证

（����，�）为（�，�）的子群即可�

� ��·�·���，��������

� ��������｛�｝

�����������｛�｝，（�����������）

���（����）�����（��）��

���（����）（��）���

���������｛�｝，

即在�����｛�｝，关于�的逆元��存在�

� ��，������，若���或���，则���

�����显然�

设���，���，故 存 在���，���������

｛�｝，使得���������������������；又（���

����）���，若���������，由引理
，�����

｛�｝为��｛�｝的理想，则

�（�������）�����������｛�｝；

若���������，则��������，从而

�����������������������������

������������

� 分配律自然成立�

综上，证得（����，�，·）为体�又由于����为

�的最大正则元集，故（����，�，·）为�的最大子

体�

推论� 设��，⋯⋯�	 为拟环，则�����	⋯⋯	

�	）为体�

定理� 令�为拟环，则�／����是幂零元环�

证明 据引理
，（�����｛�｝，·）为（��｛�｝，·）的

理想，故而有（����，·）为（�，·）的理想，即（����，

�，·）为（�，�，·）的理想子环，从而据文献［
］知，

�／����为同余环�又

����／����������	�
（�	�

����）

��	 ��	 ���

综上，证得�／���� 为幂零元环，从而得出如

下与定理
对应的重要结果：

定理�’ 令（�，�，·）为拟环，则它必为其最大子

体（����，�，·）的幂零扩张�

推论� 令（�，�，·）为拟环，则（�，·）为其最大子

群（����，�，·）的幂零扩张�
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