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传递矩阵法与有限元方法的等效性

及对传递矩阵法的修正
.

徐 宏

(机 械 系 )

一
。

两种方法的基本公式

考虑一端带有集中质 量 m的无质量平面梁单元作横向振动问额
。

所谓传递矩阵法
,

是将结构离散化后得到一系列梁单元和集中惯性单元
。

根据材料力学

和机械振动理论的基本方法
,

得出单元两端状态向量 (位移和内力 )之间的传递关系式
,

则可得

到只与结构特性和频率有关的矩阵— 单元传递矩阵
。

根据所有单元传递矩阵
,

就可推出整

个结构两端状态向量之间的传递关系
,

然后根据边界条件得出频率方程 (特征多项式 )
,

从而

求出系统固有频率和相应的振型
。

.
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图 l 平面梁单元的选取 图 2 梁单元节点位移和内力

对于一端带有集中质量和弹性支承约束的无质量梁单元作平面横向振动情况
,

其单元两端状态向量 的传递关系式 1z[ 为
:
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式中的
v 和 0 分别为挠度和转角

,
0 和 M 为对应 的剪力和弯矩

。

本文 19 8 4 年 1 1 月 1 5 日收到
。
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有限元法求解结构动力问题
,

是将结构分割成许多单元
,

得出单元刚度和质量矩阵及等

效节点载荷 (包括内力 )之间的关系
:

( [ k
e

〕一 。 2〔,
.

〕 ) {乙
。

} = { R
。

}

集总成总体刚度阵和总体质量阵
,

并得到总体结构等效节点载荷
,

此时所有分割处节点

内力自动消失
,

从而得到结构动力方程
:

( CK〕一 0 2〔M 〕) {乙} = {R }
`

根据约束条件修改刚度阵及载荷向量
,

并求解广义特征值问题

} [ K . 〕一 。 2〔M . 〕 {= 0

得出结构各固有频率值和对应的振型
。

对于图 3所示的梁单元刚度阵为
:
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式中的 R v ;一 : 、

R O ;一 , 和 R v ; 、

R O , i 分别为 i 一 1节点和 i 节点的等效节点 载荷
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下面将根据上式
,

推导得出与传递矩阵法完全相同的表达式
,

从而证 明两种方法是等效

的
。

目前
,

对有限元在结构分析中研究进行得很多
,

已得出了考虑多种因素的单元 刚度矩阵

和质量矩阵
。

如对于复杂截面形状构件
,

考虑剪切变形
、

分布质量和分布回转效应 的影响
、

取考虑动力修正的刚度和质量特性—
即刚度阵和质量阵不再是常数阵 (静力刚度和质 量 阵

)
,

而是包含有与频率有关的动力修正阵
,

而这些因素在传递矩阵公式
,

目前还没有看 到 介

绍
。

但可以借助有限元方法的单元刚度阵和单元质量阵转换成单元的传递矩阵公式
,

从而用

传递矩阵法常用 的解题方法和步骤确定系统的固有频率和振型
。

二
.

等效性推证
”

将公式 ( 6) 改写成下列形式
:
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求解 ( 8) 式得
:
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下面推导出 仁F 〕,
的具体表达式

:
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其中

[ T〕 i= dia g 〔 1 1 一 1 1 〕
.

[ F]i .

dia g 〔 1 1 1 一 l]

此表达式与传递矩阵法结果相同
。

同理
,

从传递矩阵公式可推出有限元的刚度矩阵和质

量矩阵
。

也就是说
,

这两种方法可以相互推证
,

其本质是一致的
。

三
.

考虑诸影响因素的有限元公式

及对传递矩阵法的修正

上面推证过程中
,

是选用的不考虑各种影响因素的最基本的有限元和传递矩阵公式
,

下

面先介绍作为分布质量平面梁单元作横向振动时
,

考虑剪切变形和分布回转效应影响的有限

元刚度矩阵和质量矩阵 [’ ]
。
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剪切系数 甲 二
12刀 I

召 A
,
l “

积 , A 为梁截面面积 ; K

。

其中 E 和 G为材料拉压和剪切弹性模量 ; A一 K A 为有效抗剪面

为截面系数 131
,

其值如下表
:

截 面 形 状 矩 形 圆 形 圆 环

Y 为截面回转半径
r “ =
刀A ; p 为材料密度

。

即使考虑了上述诸因素的影响
,

有限元法仍可直接形成单元及总体刚度阵和质量阵
,

调

用现成的求广义特征值和特征向量的程序来直接求解
。

因而
,

一般不需要将有限元公式化为

传递矩阵法公式
,

根据传递矩阵方法进行迭代求解的
。

但若计算机容量不大
,

则化为传递矩

阵法
,

然后做一些四阶矩阵的乘法
,

并求二阶矩阵行列式
,

这种运算就显出其优越性了
。

四
.

动力修正的影响

对于振动系统
, /
考虑动力的影响后

,

形函数不再只降坐标的函数而是与频率有关
,

即〔N

x(, y,
z ,

叻 〕
。

将形函数展成 成的级数
,

并代入公式
:
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中
,

则可得到依赖于频率的刚度和质量矩阵
:
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将整个结构所有的单元刚度阵和单元质量阵集总成总体刚度阵〔 K〕粕总体质 量阵〔M 〕
,

并根据支承约束和集中惯性元件等进行修改
,

可得特征方程
: 少

1〔K 带口一 。 2〔M 带〕1 = O ( 2 6 )

此方程至少为 扩 的二次方程
。

式中〔K灼和〔M勺分别为修改后的总体刚度阵和质量阵
。

求解此 扩 的高次矩阵方程极为困难
,

只有用迭代法
。

有限元法中矩阵阶数是节点 自 由

度数 (所讨论问题为 2 )乘以分割后总节点数
。

因而
,

其矩阵阶数相当高
,

迭代法求行列式也变

得几乎不可能
。

此时就显出将有限元所得单元公式化为传递矩阵法进行求解运算的必要性
。

因为传递矩阵法只是做一系列阶数为二倍于节点自由度数的矩阵乘法
,

然后求阶数为节点 自

由度数的行列式值
。

故用迭代法求解极为方便
,

只是在迭代前的预备工作较多
,

但编制了计

算机程序后
,

.

可由计算机完成
。

已证明 l’ 1对于作平面横向振动的梁单元
,

其依赖于频率 的单元刚度和质量矩阵为
:

〔 k
。

〕 = 〔k
。〕。 + 。 `〔k`〕

。
+ … ( 17 )
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仁 m
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其中〔 k
。

〕和〔 m
。

〕
。

同于 (1 2) 和 (1 3)式
, 〔k 4〕

。

和〔, 2〕
。

在不考虑剪切变形的影响时分别为
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上式中第一项表示移动惯性
,

第二项表示转动惯性
。

〔D 〕矩阵也将作相应修正
,

如 只 取 仁k
.
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并

考虑了集中质量和支承的影响得到
:
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进而得到 〔T 〕;
表达式

。

五
.

使用修改后的传递矩阵法的
`

解题方法和具体步骤

1
.

角琴题方法

由各单元传递矩阵 〔T 〕;
形成总体传递矩阵

〔 T 〕 = 〔T 〕
。
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!|
、

即有

对于具有弹性支承和终止端带有转鼓的离心机主轴系统来说
,

影响后
,

边界条件如下
:

起始端边界条件

Q
。

= 0 ,

M
。 = 0

轴终止端边界条件

O
。 = 0

,

M
。 = 0

在考虑了支承约束和转鼓

( 2 3 )

( 2 4 )
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从而有

Q
:

=t 3: v 。
+tz 3

o
。

=0

M
:

=才 4一v 。
t +2 ;

0
。 =0 }( 2 5 )

由于 v 。

和 0
。

不同时为零
,

应有以下行列式为零的条件
,

即 :

( 2 6 )
ō日甘

一一

,曰内j
咨̀

q曰
手̀

一一P

} t` x t` 2

上式决定了临界转速值
。

在确定了每一阶临界转速数值后
,

足的关系

可得到
v 。

和 0
。

之间必须满

, 。 。 、
图 4 离心机主轴 系统

、 白 l ,
OV

slt

一
蜿

一一一O

OU

这样
,

各点的状态向量在每一临界转速时都可用
v 。

值表示
。

因而
,

确定了各 点
、
值 的

相对大小
,

也就是转轴的主振型
。

在实际计算中
,

为了减少多余运算
,

必须把总体传递矩阵中没有用的两列元素消去
。

为

此
,

引入初参数矩阵
:

( 2 8 )

八Ul工n
甘八U.土n甘n

一八U
产̀...̀,l,eslesll̀.

一一
一J .

ArJ

使总体传递矩阵变成一个 4 x Z区阶矩阵
,

即

〔B 〕心
· 2 = 〔T “ 4· `〔A “ 4

一 {
t l l t 2 1 t 3 1 t 4 1

t 1 2 云2 2 t 3 2 t选2
( 2 9 )

T, .....J

从而达到了去除两列无用元素的目的
。

2
。

具体步骤

1) 假定一角频率 。 k ,

步长△。 k

2) 形成轴单元有限元刚度阵和质量阵
,

对于有支承约束的单元修改其质量阵
,

从而形成

单元的动力矩阵〔D
.

〕 = [ k
.

」一 。 2

〔二
。

〕

3) 由〔D
。

〕经过变换
,

得到单元传递矩阵〔 T 〕

4 )形成总的传递矩 l诈〔B〕4 : : = 〔 T 〕4 : 4〔A 〕` 、 2

5) 计算行列式 (剩余函数 )值 P

6) 比较相邻两个试算角频率相对应的剩余函数值的符号
。

若同号
,

则令 。 k + : = o k + △。 k ,

返回步骤 2) 继续运算
。

否则
,

说明在这两个角频率之间可能存在有一固有频率
,

这时需采用

二分法求剩余函数值
,

找出固有频率的近似值

7) 根据求得的固有频率的近似值求主振型

8) 继续加大 。 值
,

并选取新的步长 △。 ,

返回步骤 2) 重新计算
,

直至求得所要求的固有

频率和主振型
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