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摘　要:推导了在极坐标系中用加权残数法中的边界最小二乘法求解二维稳态温度场的计算公

式 ,在此基础上编制了计算机程序.算例表明边界权残法具有可用的精度 ,且比差分法快捷得多.
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An Investigation on Solving 2-dimensional Temperature Field Problems by
Using Boundary LSR Method with Polar Coordinates

FAN Ben-jun , SHEN Pei-yu
(School of Mechanical Eng ineering , Wuxi University of Light Industry , Wuxi 214036)

Abstract:The method to analy se 2-dimensional temperature fields based on boundary least square

residuals is studied.A computer prog ram is made according to the method.Two examples show that

this method has available accuracy , which needs far less data preparation wo rk than the finite differ-

ence method.
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　　在热机 、制冷工程 、化学反应器以及大体积混

凝土工程等工程问题中广泛存在着温度场计算的

问题.确定所设计的结构在某一时段内的温度分

布 ,对于计算热应力 、工作状态 、化学反应状态等是

必不可少的.如该时段相对较长且温度随时间变化

不大 ,则可视为稳定温度场问题.该类问题的求解

的本质是在一定的边界条件下求解泊松方程 ,但对

于二维以及二维以上问题寻求解析解一般是不现

实的.目前在工程中主要使用差分法 、有限元法等

数值方法求解
[ 1]

,这两种方法都需要在整个求解域

中划分网格 ,因而输入数据工作量大 ,差分法还存

在对不规则边界要作较为复杂的预处理的麻烦.加

权残数法作为不同于上述两种方法的另一种求解

微分方程的思路 , 首先是在力学计算中提出并应

用 ,随后有研究者将其用于计算温度场问题
[ 2]

.该

法具有原理简明 ,程序简短 ,数据准备工作量小的

特点 ,但由于研究尚不透彻 ,尚未像差分法和有限

元法那样为工程界所普遍接受;同时该方法的具体

实施又有全域法 、边界法 、内部法 、子域法等多种方

案 ,试函数的选取也各不相同 ,故作进一步的研究

以开发其工程应用价值是有必要的.

本研究探讨加权残数法中的边界法(简称边界

权残法),并选用极坐标系中的解系列构造试函数.



1　边界权残法原理

1.1　控制方程与定解条件

二维稳态温度场问题的数学提法为:寻求坐标

的函数 T ,使在域 Ψ内满足微分方程

　　　　　ΔT +q =0 . (1)

在边界 S 1(已知温度的边界)上满足

　　　　　T =T 0 (2a)

在边界 S 2(热传导边界)上满足

　　　　　-λ
 T
 n =F 0 (2b)

在边界 S 3(热交换边界)上满足
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 n

=α(T -T ∞) (2c)

式中 , Δ为拉普拉斯微分算符 ,在直角坐标系

中 Δ=
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2 , q 为内热源强度 ,

 
 n
为对边界外法线求方向

导数 , λ为热传导系数 , α为表面的热交换系数 , T ∞

为环境(或热交换介质)的温度 , T 0 、F 0 为坐标的已

知函数 ,求解域及三类边界见图 1.

图 1　求解域及三类边界

Fig.1　The solving region and three kinds of boundaries

1.2　边界权残法求解思想

如能找到微分方程(1)的满足边界条件(2)的

准确解 T ,则代入上述各方程后均应满足.如无法

找到准确解 T ,则先构造一满足微分方程(1)的试

函数 T
∧

,内含若干待定参数 ,将 T
∧

代入边界条件(2)

中一般会产生边界残差.调整各待定参数使残差尽

可能小从而得到该问题的近似解函数.

2　极坐标系中泊松方程的试函数和
边界残差

极坐标系中 ,微分方程(1)的具体形式为:
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其通解 T =T +T
＊ , T为齐次解 , T ＊为一个非齐

次方程特解.可证明当 Ψ为单链通域且极点 O 位

于域内部时 ,齐次解的分离变量型基本解集为:

{1 , r kcos kθ, rksin kθ}(k =1 ,2 ,3 , …)

而当 q 为常数时 ,非齐次特解可取为:

T
＊=(1+q
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2 .

故设试函数
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式中 ak , bk 为待定的系数 , N 为所取级数的项数.

该试函数已满足微分方程(1),但尚未满足边界条

件.

在域 Ψ的边界 S 上取 m 个点(m ≥2N +1),

在这 m 个点上将试函数按边界的性质逐一代入边

界条件式(2a)、式(2b)、式(2c)之一 ,得 m 个残差R i

(i =1 ,2 , …, m),它们是待定系数 ak ,bk的函数.记

方差泛函 Π=∑R i
2 ,它必有极小值 ,极小值条件为

　　
 Π
 ak

=0 　(k =0 ,1 ,2 , …, N)

　　
 Π
 bk

=0(k=1 ,2 , …, N) (5)

由此得到 2N +1个代数方程(最小二乘方程),

以求解 a0 , a1 , …aN , b1 , b2 , … , bN .

经推导 ,当 q =0时 ,边界残差的表达式为
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式中  为边界外法线对 x 轴倾角.

3　最小二乘法求解程序

将式(6)改写成

{R}=[ P]{x}-{U} (7)

式中{x}=[ a0 , a1 …aN , b1 , b2 …bN ]
T , [ P]为坐标

函数矩阵 ,{U}为常数向量 ,按式(5)进行运算后得

到方程:

[ P] T[ P]{x}=[ P] T{U}.

解出{x}即 a0 , a1 , … aN , b1 , b2 , …bN 代入式

(4)可计算任意点的温度.
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4　算　例

4.1　算例 1

有内热源(q =常数)的长圆柱 ,见图 2.设 a =

70 W/(m2·℃), λ=10 W/(m2·℃), q =10 000 W/

m2 , T ∞=0 ℃, r =1 m.

图 2　有内热源的长圆柱

Fig.2　The long cylinder with inner heat source

本题是一维问题 ,有解析解 T(r)=250(1.286

-r
2).现按二维问题计算以考核本研究的方法.在

边界上配置 18 个点 ,取 N =5 ,计算机输出的结果

与解析解比较见表 1.
表 1　长圆柱的计算结果

Tab.1　The results of the long cylinder

r/m T(权残法)/ ℃ T(解析解)/ ℃

0.0 321.5 321.4

0.1 319.0 318.9

0.2 311.5 311.4

0.3 299.0 298.9

0.4 281.5 281.4

0.5 259.0 258.9

0.6 231.5 231.4

0.7 199.0 198.9

0.8 161.5 161.4

0.9 119.0 118.9

1.0 71.5 71.4

4.2　算例 2

设有一正方形长柱体 , 侧面和顶面分别保持

100 , 500 ℃,其余两面暴露在对流环境中 ,见图 3.

正方形边长 1 m , λ=10 w/(m·℃), a =10 w(m2

·℃),环境温度 T ∞ =100 ℃,求其内部温度分布.

图 3　正方形柱体

Fig.3　The long square rod

　　在4条边界上等间距设置 24个边界点 ,用权残

法计算点 1至点 9处的温度值.由于无解析解 ,用差

分法(6×6网格)计算结果作比较 ,列于表 2 .
表 2　正方形长柱体计算结果

Tab.2　The results of the long square rod

点号 T(权残法)/ ℃ T(差分法)/ ℃

1 280.5 278.9

2 337.8 329.7

3 328.7 303.7

4 181.2 184.4

5 226.4 226.1

6 224.9 213.3

7 130.2 142.0

8 151.4 178.0

9 166.3 171.6

5　讨　论

边界权残法权需输入边界上若干点的数据 ,对

不规则边界也不需要作特别处理 ,因此数据准备工

作量大大少于差分法.

与差分解比较 ,例 2 中有些点计算值很接近 ,

有些点计算值误差相对大些 ,其原因有待进一步探

讨.此外 ,权残法用于三维问题以及瞬态温度场分

析也有待进一步研究.
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