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最优化原理在实验数据的回归

分析 和绘 图 中的应用
蔡 鳃

(基础课部 )

月l J舌 }

最优化问题普遍存在于国民经济各部门和科学技术的各个领域
,

最优化原理和方法也是

一门重要的数学理论分支
,

这就决定了它应用的广泛性和发展的巨大潜力
。

在实验数据的处理过程中大量遇到的问题是如何寻求两个或几个变量之间的相关关系
,

以往实验教学所介绍的作图法和图解法大多局限于直观定性的估价
,

这样绘制的函数曲线和

图解求得的参数任意性较大
,

往往人为引入很大的误差
,

因而不能适应教学和科研的需要
。

回归分析是一种利用最小二乘法原理处理变量之间相关关系的数理统计方法
,

其实质也

是一个如何选择最佳方案去拟合函数曲线的最优化问题
。

随着微机的普及
,

逐步引导学生掌

握这种有效的数据处理方法是很有必要的
。

本文比较系统地介绍了最优化原理在实验数据的回归分析及绘图中的应用
,

本文在我院

教学实践中虽然涉及的是物理问题
,

使用的是 L A S E R 3 10 微机
、

P P 40 打印绘图机和 B A SI C

语言
,

但解决问题 的原理和途径是具有普遍意义的
。

1 一元线性回归

设物理量了
、

X 之间近似为线性关系 (包括那些通过变换可以
“
改直

”

即 Y ` a + bX
,

又由实验观测到 N 组对应的数据 ( X
; ,

Y ;
) (公= 1 , 2… … N )

,

可求得最佳参数 a
、

b为 lI]

的非线性关系 t , 1 )
,

则根据最小二乘法

N

E ( X
i 一 戈 ) ( Y i 一 了 )

! . 1

b 二

—
N

E ( X ; 一 灭) 2

石二
犷

= 乡灭

本文 19 8 7 年 9 月 4 日收到
`
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其中 灭二 l /N公 X:,

r = l/ N 兄 Y ,

V ( e ,”
/
5 )

( a) 流程图 ( b) 丽~ △玄曲 线

图 1 气垫导轨实验的 7一△: 图

为了对实验的质量进行检验和控制
,

在程序中通常先要对输入的原始数据实施坏值剔除

(可用肖维勒方法或 t 检 验法 t1z )和相关系数检验 〔’ 1
,

以气垫导轨实验的 歹~ △: 图为例
,

完整

的程序框图及打印样品如图 1 所示
。

2 多项式回归和多元线性回归

任何非线性函数只要连续
、

可导
,

都可在一定范围内展开为收敛的泰勒级数
,

这意味若

函数至少在一个较小的邻域内可用多项式任意逼近
,

即

Y 二 场+ bl X + 瓦X Z + … … + bk X k

如果把 X 的不同幂次定义为若干新的 自变量
,

即令

X 户 X
,
X : =

尸
, … …瓜 二尹

则上述多项式 回归也可转化为多元线性回归问题

Y 二 bo + 右rX I + b: X
: + … … + bk X k

根据最小二乘法和实验数据可求得确定系数的线性方程组
,

再应用高斯消元法解出系数

值
,

这就是多项式回归和多元线性回归的基本原理和主要步骤川
。

现以二极管伏安特性曲线为例
,

说明在应用多项式回归编程绘图中可能遇到的一些实际
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图 2 反向曲线形态不理想 图 3 反向曲线进入禁区

问题和解决方法
。

2
.

1 应考虑实际物理过程所施加的约束条件

孤立起来看
,

`

多项式回归纯粹是一个数学问题
,

当实验的散点图确定以后
,

多项式回归

的任务仅仅是按照既定的数学模式求得最佳的系数分布和相应的函数曲线
,

如果不考虑物理

过程的约束条件
,

有时可能产生荒谬的结果
。

2
.

1
.

1 回归曲线的形态与实际物理过程不符 (图 2 ) 这种情况主要发生于反向区域
,

原 因

在于反向函数泰勒展开式的收敛速度较慢
,

即在满足一定离差条件下所需多项式的幂次较高
,

因此造成曲线出现不应有的弯曲
。

本文是采用变量转换的方法解决这个问题的
,

不难发现
,

只要将坐标轴 I
、

U 互换 (即 将 I

作为自变量而将 U 展开为 I 的多项式进行回归 )
,

则反向曲线的形态与正向是相当近似的
,

实

践表明
,

这样处理的结果既大大减小了散点离差
,

也降低了幂次
。

2
。

2
.

2 回归曲线有时会通过物理
“
禁 区

” ( 图 3 ) 从物理意义上来说
,

给二极管加正向 (或

反向 )电压是不可能出现反向 (或正 向 )电流的
,

但在原点附近区域
,

曲线的斜率或者极大 或 者

趋于零
,

致使难以进行多点精确测量
,

这样往在造成实验点的间距较大
,

回归曲线的极点有

可能进入
“
禁 区

” 。

本文针对上述测量条件方面的限制采用了指数插值来解决这个问题
,

可以认为
,

在原点

附近区域
,

二极管的 I ~ U相关关系近似为指数规律 I 二 A (
。 ” U 一 1 )( 正向 )或 U = A (

。 “ ’ 一 1 )( 反

向 )
,

这样
,

根据最接 近原点的两个实验点的测值就可确定参数 A
、

B
,

然后在第一个实验 点

与原点之间按照指数规律插入若干假想的实验点并与实测的数据一起参与多项式回归
,

这样

进行处理既解决 了问题
,

物理意义也比较合理
。

2
。

2 通常应限制多项式回归的幂次
。 成 5

幂次太高
,

不仅耗费大量运算时间
,

曲线形态也不一定理想
,

而且易受微机有效数字位数

的限制而引入很大的计算误差
,

本文计算表明
,

随着幂次的增高
,

解得的多项式各项的系数

往往数值很大而符号各异
,

这样一类数值相近的大数之间的加减运算容易
“
丧 失

”
有 效数

字
,

甚至有时会产生取的幂次越高
、

离差反而越大的现象
。
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完整的二极管 I ~ U 曲线的框图及打印曲线如图 4 所示
。

综上所述
,

多项式回归尽管从理论上来说可以无限逼近任意一种相关曲线
,

但由于受计

算机运算速度
、

有效数字及物理过程约束条件的限制
,

它也只能解决一部分回归问题
,

而对

于相关关系比较复杂的情况则无能为力了
。

! ( m A )
.

最小二乘法求系数距阵 自谕定标

输输入 U j 1111

指指数插值值

幂幂次 N 二 222

高高斯消元法法

解解多项式系数及及

离离差平方和 SSS

NNN 二 N + 11111 作图图

(
a )流程 图 ( b ) I一 U 曲线

图 4 二极管伏安特性曲线 图

3 多维最优化问题的回归分析

有一类曲线形态比较复杂的回归问题虽然不宜采用多项式回归
,

但变量之间 的 函 数 关

系的类型是明确的
,

以单缝实验中的相对光强分布曲线为例
,

根据理论公式可知

I = I
。

( s i n u
/。 ) “

其中oI 为主极大光强
,

I 为衍射角为 。 处的光强
。

在衍射角很小的情况下
,

根据主极大与次极大衍射角之间的关系
,

可将自变量 。 转换为

屏上位置 X
,

即
u = 1

.

4 3二 ( X 一 X
。

) / ( X
; 一 X

。

)

其 中 X
。 、

X ,
分别为主极大和次极大在屏上的位置

。

又考虑到暗室的背景亮度 I’ 不可能绝对

为零
,

因此实际的回归方程可表示为
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J尹

了几
十

,, l̀.J5 i n l
.

4 3丁: ( X 一 X
。

)
,

/ ( X l 一 X
。

)

1
。

4 3二 ( X 一 X
。

/ ( X
l 一 X

。

)

r

l
L

O

了二

一一
.了上

从上式可知
,

只要 oI
、

I,
、

X
。 、

X ;四个参数已知
,

则 尹 ~ X 函数曲线唯一地被确定
,

因

此
,

问题的核心就是如何选择一组最佳参数使得所有的实验点 ( X ; ,

I ;
) (泣: 1

, 2 , … … N )与理
N

论曲线的离差平方和 S取极小值
,

由于 S 二 兄 (I 、一 I产)
“
是 I

。 、

I,
、

X
。 、

X 、
的多元非线性函数

,

所
1. 1

以这是不同于多项式回归沟另一类最优化问题一一多维无约束极值问题 31[
,

考虑到目标函数

S 的求导运算比较团谁
,

以下均采用直接方法进行求解
。

8
.

1 一维最优化问题的直线搜索法

对输入的实验数据进行初步处理立即可得到 r
。 、

I,
、

X
。 、

X l
的初始值

,

可以认为
,

在初值

的附近
,

S 分别是 I
。 、

I,
、

兀
。 、

X :
的单谷函数

,

在此基础上首先应掌握一维直线搜索的基本方

法
,

直线搜索不仅用于寻找一维问题的极值点
,

而且也是解决多维问题的基础
,

其主要步骤

如下
。

3
.

1
.

1 用进退算法确定搜索区间 搜索区间太大
,,

则搜索进程太慢
,

而且有可能不满 足 单

谷条件
,

区间太小又有可能把极值点排除在外
,

本文采用常用的进退算洪确定搜索区间 l3j
。

3
.

1
.

2 直线搜索的抛物线插值法 对于目标函数难于求导的情况
,

通常用黄金分割法 和 抛

物线插值法进行搜索 41[
,

本文的实践表明
,

对于单缝实验的 S 这样连续性较好的 目标函数
,

后者的搜索效率远远高于前者
,

在同样的终止条件下
,

抛物线插值各需迭代一二次即可满足
,

而黄金分割法往往迭代五六次以上
。

抛物线插值法的程序框图如图 5 所示
,

图中以 t 代表搜索方向的坐标值
,

在每个搜索区

间 { ,
、 ,

, :
,
, 3 } 均满足 。1

< 。2

< : 。和 s (。
、 ) > S ( :

2
) < s (。

。
)

,

通过插值公式可求得极小点
t ; = 〔 ( , 2 2 一 云3 2 ) : : + ( , 3 2 一 t 1 2

)
: 。 + ( , 12一 t 2 2 ):

3

〕 / 2〔 ( , : 一 t 3 ) 5 1 + ( t 3 一 , : )
s : + ( t ; 一 t Z

) 5
3 ]

开始

. 甘

…
口 .

- .

定初始区间 { t:
, t: ,七3 }

饭造点
t . ; 写( :孟)

终止准则 } S
; 一 S

:

I

t 4 > 亡
2

S
,
) S

`
与 S

;
( S :

(
二

分
内平手

t一二 t -

S
: = S

`

t。 = t Z S
a 二 S

:

t: = t一 5 2 = S
。 匿

S一 = 5 2

S: 二 S -

t落二 t -

S
。二 S-

构成新的缩矩区问 { t , . t: ,
七a}

图 5 抛物线擂值法框图
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3
.

2 P O W E L L方向加速法

多元函数求极值的问题远比一元函数复杂得多
,

在求解多维无约束极值问题的直接方法

中最简单的是坐标轮换法
`” j ,

即在何一轮迭代中都依次沿
n 维空间固定的各坐标轴方向进行

直线搜索
,

显然
,

由于对每轮搜索的方向没有任何筛选
,

这种迭代式收敛的速度是较慢的
。

P O W E L L 方向加速洪是最有效的一种直接方法 31[
,

它本质上属于共扼方向法
,

共辘方

向的概念是在研究具有正定矩阵的
n 元二次函数的极小值问题时产生的

,

可 以证明
,

从任意

初始点出发
,

沿着
n
个共扼方向进行直线搜索就可以求得 目标函数的极小值

,

根据泰勒展式可

知
,

一般的非二次函数均可用二次函数来近似
,

因此
,

上述方法也可以推广应用于非二次函

数
。

P O W E L L 法的基本思路是通过每轮迭代逐次构造出共扼方向并在下轮迭代中用以 替

换原坐标向量中较差的方向
,

这样进行的搜索可以加速逼近目标函数的极小值
。

以单缝为例
,

由于迭代中不存在线性相关的问题
,

本文采用了 P O W E L L 基本方法
,

其迭代过程如下
:

—卜 一 `卜 `
-今 一句卜

3
.

2
.

1 第一轮迭代 以 I
。 、

I,
、

X
。 、

X l的初值为起点
,

在四维空间中记为 P
。 ,

用 e l 、

代表 I
。 、

I,
、

X
。 、

X l 四个线性无关方向的单位向量
。

心 2、 己 s 、 又

以 P。为起点
,

依次沿
e : 、 。 2 、 e 3 、 e `

方向进行直线搜索 并到达 终点 P
o .
再以P

o .
为 起

点
,

沿 el 一 P产 一 P
。

方向作直线搜索到 P I
点

。

一
知` . ~ ` `

.

~ J卜

3
.

2
。

2 第二轮迭代 以尸 1
为起点

,

用 。 1带
替换

e l ,

然后依次沿
e Z 、

君 s 、 己 4 、 e l .
方向进行 搜索

并到达终点 lP 气再以 lP
带
为起点

,

沿 e Z带 = p l

一 p l
方向搜索 到 达 p Z

点
。

3
.

2
。

3 类似上法进行第三
、

第四轮迭代后
,

即可近似求得最佳参数 I。
、

单缝 I / oI ~ X曲线的程序框图及打印曲线如图 6 所示
。

X
。 、

X -

拾拾入 11 X iii

定定 10 1, X 。 X 初咬改改

进进巡算法定定

rrro l , X。 X .搜索区 间间

PPPOW 它L L法定定

终终 l’aaa

作作图图

( a ) 流程 图

. 5
.

0 0 0

( b ) I / I
。

~ X 曲 线

图 6 单缝 1/ 10 ~ X 图
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应指出
,

为保障 I
。 、

I,
、

X
。 、

X ,
的初值不致偏离全局的最优点太远且 S在 初 值 附 近 均为

I
。 、

I,
、

X
。 、

X ;
的单谷函数

,

测量间距不宜太大
,

特别是在各极值点附近应作精细测量
。

物理实验中还有一些多维无约束极值的最优化问题也可以用类似的方法解决
,

例如长直

载流螺线管轴线上磁场分布的 B一 X 曲线
,

根据理论公式 B = 告协
。

叮 (
。 os p

: 一 。 os 日
2
) l5[ 和实

验数据
,

经变换可转化为三维无约束的极小值问题
,

用上述方法进行处理得到的打印曲线如

图 7 所示
。

13 ( 1 0
一刁

T )

B~ X曲线

X (
e m )

一 2 5 一 1 2

图 7 长直载流螺线管 B ~ X 图

4 结 论

在我院物理实验两年来的实践证明
,

本文根据最优化原理编制的回归程序
,

其运算和绘

图效果均是比较理想的
,

但是应该指出
,

这方面的工作还有待进一步完善和提高
,

另外
,

上

述种种方法并不能解决所有的回归问题
,

例如
,

对于象佛兰克一赫兹实验所测得的那种既缺

乏明确的函数形式
、

曲线形态又过于复杂的情况就难以处理了
。

当然
,

如果我们的目的仅仅

是再现曲线的形态而不在于寻求其准确的函数形式
.

,

那么
,

这类问题也可以通过给微机配以

信号自动连续采集
、

转换
、

绘图等装置的办法来解决 (这已不属于回归分析的范畴 )

在本文 的工作中
,

曹家骏副教授提出 了不少有益的建议
,

在此表示衷心 的感谢
。
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