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奇异正态分布的概率元素和广义密度函数
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本文讨论奇异正态分布
,

给 出 了它在整个空间上的概丰元素和分布集 中的低维

子 空间
。

定 义 了奇异正态分 布的广 义密度函数
。

设 a
是

n
维实向量

,
艺 是

n
维非负定实对称矩阵

,

则由特征函数

所决定的分布称为
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,
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当 {酬 = O时
,

N n ( a ,
艺 )称为奇异正态分布

,

此时 (1 )式无意义
。

下面讨论其在整个空

间上概率元素的分布情况
。

概率元素 d F (了)为 nR 中微元的 L e b。 S
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。
测度 d了在概率空间 ( 。 ,

了
,

P ) 上的概率测

度
,

对应随机向量 Y 的分布函数显然为

F ( y ) = d F ( u )

u i < y i

i = 1 , 2
。
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若 Y 是连续型随机向量
,

f ( y )是其密度函数
,

则 Y 的概率元素

-争 ~ 一卜
.
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d F ( y ) = f ( y ) d y

它可以粗略地看成在空间区域

d y = d y l d y Z… d y
。
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若 Y 是离散型随机向量
, p { Y 二 yj } = jP

,
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,

则
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引入 P e n r o s e ( 19 5 5年 )定义的广义逆矩阵
。
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下面给出本文主要定理
:
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d G Z ( u 。

) = 当 u 。
二 0 时 ;

其它

- 》 一 》 一弓卜 一弓卜

= e o v 〔B l ,

( Y 一 a )
,

B Z ,

( Y 一 a
) 〕 = C O V

因此 u 的概率元素 d G ( u ) 二 d G l ( y . )

、产
O,

Uù11à而

( B r ,

Y

u 。

与 Y .
是相互独立的

,

因为 co
v

,

B
Z·

孔
一 B I· 。 。 v (节

,

讯B Z 二 B , ·

(朴
,

艺B Z =

d G : ( u 。

)
,

即

d G ( u ) =

1

( 2 二 )
` , 2
矿入厂二无

0 ,

一

音产
·

( B l · “ B l )一产}
d升

一
卜

- 卜

当 u 。 二 0 时 ;

?护

之
.`

PXe

其它
~

- 》 一一卜

又 u 。
= O幼 B Z f

( y

非齐次线性方程组

一 a ) = 0 . B 2 ,

y = B : t a 。
.

B Z ,

y = B : , a 的通解可表成 y = y
。

+ a 其中 y
。

是齐 次 线 性 方 程 组

B Z ,

y = o 的通解
。

二 B Z ,

B I = 0 ,

:
.

B Z ,

y = O

r a n k ( B Z) = n 一 r , r a n k ( B I ) = r ,

的解空间为 M ( B l )
,

这儿 M ( B , ) 表示 B , 的 r
个列向量 b l , … ,

b
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。
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设 Y 的分布函数为 F ( y )
,

U 的分布函数为 G ( u )
,

由 U
= B

,

( Y 一 a )是可逆变换
,

故
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结论 i( i) 成立
。
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由结论

表示出来
,
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,

Y 的概率元素还可以由左图直观地

即奇异正态随机向量 Y 的概率分布集中在

,
乏 唯一确定的
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,
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M (乏 )
,

当 a 任 M (艺) 时
,

超平面由M (万 )平移
a
而得

。

下面给出利用结论 i( i) 解决奇异正态的概率计算

问题的实例
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,
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.

的交点为 (1
,
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,
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,
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,

由定理 1结论 i( i)
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了 ) !

x Z + 了2 ( 1 } 二 p { x .
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最后
,

讨论奇异正态分布在非古典意义下的密度函数
。

在古典的
“
每点对应一个函数值

” 的函数概念下
,

无法表示集中质量相应的密度分布
,

引入广义函数后
,

我们就可以逾越这个障碍
,

现在引入 ( D i r a c ) 各函数给出奇异正态分布的

广义密度函数
。
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。
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如此定义的密度函数
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,
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是 艺 的非零特征值
,

短阵 B :
的诸列向量是 艺 的零特征值所对应的 (n 一 : ) 个

彼此正交的特征么矢
。

定理 2 给出了奇异正态分布的广义密度函数
,

它的几何意义由 ( 2) 式 清 晰 可 见
,

表示

非奇异正态分布的密度函数 (在常义下 )在超平面 B犷 y “ B Z ,
a 的垂直方向上方差趋于零时极

限状况
。
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